Bevisbank

Cosinusrelationerne for vilkårlige trekanter


At bevise:


a2 =  b2  + c2 - 2bc * cos A

b2 = a2 + c2 - 2ac * cos B

c2 = a2 + b2 - 2ab * cos C

1.  Vi har et problem, når vi ser på vilkårlige trekanter, da vi kun har formler der gælder for 

     retvinklede trekanter. Hvis vi nedfælder højden h for en vilkårlig trekant, dannes der to  

     retvinklede trekanter, som vi så kan se på i stedet!

     Vi ser på følgende trekant, hvor h deler siden b i to. Vi kalder disse for hhv. x og b-x
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2. Hvis vi kigger på de formler ovenfor, vi skal bevise/udlede, kan vi umiddelbart se, at de    

    minder noget om Pythagoras, ligesom der står noget om cos.

    Vi må derfor antage, at vi skal have fat på det vi ved om retvinklede trekanter og 

    Pythagoras og cos.

    Vi ved fra Pythagoras’ læresætning for en retvinklet trekant, at  a2 + b2  = c2. 

    Vi ved også at ud fra definitionen på cos. og  fra retvinklede trekanter,  at 

     cos V = 
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3. I skitsen ovenfor indgår to retvinklede trekanter, som vi nu kan regne lidt på. Vi bruger 

    først Pythagoras på begge trekanter!

    I den ene retvinklede trekant hedder kateterne h og x, mens hypotenusen hedder c

    I den anden trekant retvinklede trekant hedder kateterne (b-x) og h; mens hypotenusen    

    hedder c.

    Vi anvender Pythagoras på begge trekanter. Så får vi:

x2 + h2 = c2 
(
(b-x) 2 + h2 = a2
Hvis vi isolerer højden (h2) i 

begge udtryk får vi

h2 = c2 – x2 

(
h2 = -(b-x) 2 + a2
Fortegnene ændres, når 

der flyttes over på den anden side

Vi sætter ligningerne lig med hinanden, da det er samme h2 der indgår i udsagnene.

h2 = c2 – x2 

(
c2-x2 = -(b-x) 2 + a2 
h2 = c2 – x2      
(
c2 – x2 + (b-x) 2 = a2 
Minus flyttes over som plus

h2 = c2 – x2      
(
c2 – x2 + (b-x) (b-x) =  a2


I anden betyder gange med 

sig selv to gange       

h2 = c2 – x2           
(
c2-x2 + b2 – bx – bx – x2 = a2


Man ganger ind i en 

flerleddet størrelse ved at gange ind på alle led

h2 = c2 – x2

(
c2- x2 + b2 – bx – bx – x2 = a2


x2 og - x2 går ud med

hinanden






- bx –bx = -2bx

h2 = c2 – x2

b2 + c2 – 2bx  = a2

Nu skal vi  bruge cos relationen for en retvinklet trekant, for vi er ikke helt færdige med beviset. I formlen vi skal bevise indgår ikke nogle x’er; men i stedet cos. Vi ved om en retvinklet trekant:

Først generelt – derefter for vores eksempel idet vi ser på venstre retvinklede trekant.

cos V = 
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Her: cos A = 
[image: image3.wmf]c

x

 ( c* cos A = x
Vi indsætter nu værdien for x i den formel vi nåede frem til tidligere:

b2 + c2 – 2bx  = a2
(    b2 + c2 – 2bc * Cos A = a2       (    a2 = b2 + c2 – 2bc * Cos A 
Vi har nu bevist den første af de tre cosinus relationer for vilkårlige trekanter.

De andre kan findes tilsvarende ved at omdøbe trekanten
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