Bestemte integraler som grænseværdi af summer


Et område A betragtes. Området er opadtil begrænset af grafen for en funktion f og nedadtil er begrænset af x-aksen. Udadtil er området begrænset af linierne x = a og x = b
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Hvis arealet skal bestemmes kan man inddele intervallet [a;b] i en række små delintervaller, hvor bredden/intervallængden er 
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. Intervallængden kan bestemmes som
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=xi – xi-1 = 
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Arealet af det skraverede kan tilnærmes over hvert delinterval med arealet af hvert af rektanglerne, med bredden 
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og højden som funktionsværdien af venstre endepunkt. (Dette benævnes som venstresum). Arealet kan altså tilnærmes over delt intervallet [x1;xi+1] med 

f(x)* 
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som angiver det traditionelle beregningsgrundlag for et rektangel nemlig højde gange bredde

Summen af alle disse rektangler vil tilnærmelsesvist give arealet af A. Vi har derfor:

A 
[image: image8.wmf]»

f(x0)* 
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+f(x1)* 
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+…. F(xn-1)* 
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-f(xn)* 
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Sum bekendt skrives summen af en række elementer ofte v.h.a. sumtegnet, sigma, der er kendt fra regneark og statistik. 
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. Summen af alle funktionsværdier fra den første til det sidste ganget med delta x

Jo flere delintervaller der er – jo mindre bliver 
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. Det betyder, arealet bliver mere præcist jo flere intervaller der regnes med, d.v.s. jo større n er.
Det nøjagtige areal findes ved at n
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, altså 

Arealet af A = 
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I eksemplet ovenfor, er der tegnet rektangler ud fra venstre funktionsværdi. 
Venstresum: Vn=
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  Summen af f(xi)* 
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 fra i = 0 til i = n-1
Det så således ud:
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På tilsvarende vis kan man tale om højresum, der vil se således ud og formlen se sådan ud:

Højresum: Vh=
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  Summen af f(xi)* 
[image: image22.wmf]x

D

 fra i = 1 til i = n
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Det fremgår af illustrationerne, der kan være endog nogen fejl ved bestemmelse af arealet som enten en højre- eller venstresum.

En tredjemulighed er at bestemme arealet som en trapezsum, hvor man siger:

Venstresummen og højresummen er enten for lille eller stor (afhængig af den konkrete funktion); men hvis man regner med gennemsnittet vil fejlen blive mindre.

Man regner da med gennemsnittet af højre og venstresummen der defineres som:

Tn= 
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Eksempel

Givet punktmængden A der er begrænset af x-aksen og af to lodrette linier x = -1 og x = 3 samt af funktionen f, der er givet ved forskriften f(x) = -x2+3x+5, dvs.

A = {(x,y) | -1<x<3
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 0 < y<-x2+3x+5}

For funktionen kan funktionsværdierne bestemmes (bl.a. v.h.a. grafregneren)
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Bestemmelse af venstresum, når delintervallerne har størrelsen 1
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Venstresum: Vn=
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    Vn= 1*1+5*1+7*1+7*1=20
Bestemmelse af højresum med delintervallerne 1
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Højresum: Vh=
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Trapezsummen, der ligger tættere på det korrekte areal, bestemmes ud fra følgende formel:

Tn= 
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Tn= 
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Endelig kunne det ubestemte integral beregnes som:

A=
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