Beviser - vektorer


Definition af sumvektor! (Ikke et bevis)
Lad 
[image: image1.wmf]a

 og 
[image: image2.wmf]b

 være to vektorer, hvor 
[image: image3.wmf]b

placeres, hvor 
[image: image4.wmf]a

 slutter.

Den trekant, der dannes, benævnes ABC, hvor A er placeret hvor 
[image: image5.wmf]a

starter, B er hvor 
[image: image6.wmf]a

 slutter (eller 
[image: image7.wmf]b

begynder) og C placeres hvor 
[image: image8.wmf]b

slutter.

Vi får da følgende illustration:
[image: image219.emf] 

                                                                   C
            A

                B
Sumvektoren 
[image: image9.wmf]a

 + 
[image: image10.wmf]b

defineres som 
[image: image11.wmf]AC

.
Dermed har vi, at sumvektoren for to vektorer, der placeres sådan at den ene vektor placeres hvor den anden slutter, er vektoren fra starten af den ene til slutningen af den anden.

Indskudsreglen
Af figuren ovenfor fås, at 
[image: image12.wmf]a

 + 
[image: image13.wmf]b

=
[image: image14.wmf]AB

+
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=
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Dermed har vi også, når dette læses modsat, at

at 
[image: image17.wmf]AC

 kan opfattes som en sum af to vektorer, når vi indskyder et punkt B mellem A og C:


[image: image18.wmf]AC

=
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+
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Dette gælder altid – og denne regel kaldes for indskudsreglen
Diagonalerne i et parallelogram udspændt af to vektorer angiver hhv. sum og differens af vektorerne!

[image: image220.wmf]Der vælges to vilkårlige vektorer 
[image: image21.wmf]a

 og 
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, der begge starter i punktet A. Der indtegnes desuden endnu en repræsentant for 
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 samt en repræsentant for - 
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.
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Vektorerne placeres således
Dette er et parallelogram, da siderne parvist er parallelle, og man siger, at parallelogrammet er udspændt af vektorerne 
[image: image25.wmf]a

 og 
[image: image26.wmf]b

.

Det fremgår, at den ene diagonal udgør sumvektoren 
[image: image27.wmf]a

 + 
[image: image28.wmf]b

, og den anden udgør differensvektoren 
[image: image29.wmf]a

 - 
[image: image30.wmf]b


Generelt for et parallelogram gælder således, at diagonalerne i et parallelogram repræsenterer hhv. sum og differens for de to vektorer, der udspænder parallelogrammet

Den kommutative lov for vektorsummen

For to vektorer 
[image: image31.wmf]a

 og 
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 gælder, at 
[image: image33.wmf]a

 + 
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 = 
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+
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Bevis:
Ved at betragte nedenstående figur, ses det direkte, at 
[image: image37.wmf]a

 + 
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 = 
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+
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Dette kunne også ses, hvis man anvendte indskudsreglen!
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 + 
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+
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=
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=
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+
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= 
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+
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Vektorens længde:

For en vektor 
[image: image50.wmf]a

= 
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Da:

Givet en vilkårlig vektor 
[image: image54.wmf]a

= 
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Vektoren kan placveres i et koordinatsystem, hvorefter der kan dannes en retvinklet trekant med siderne a1 og a2
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Ved anvendelse af den pythagoræiske (c2  = a2 + b2 )  læresætning får vi:
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da der er tale om længde, ses bort fra den negative løsning

QED 

Afstandsformlen:

Afstanden mellem punkterne A= (x1,y1) og B= (x2,y2) er givet ved:

 
[image: image62.wmf]2

1

2

2

1

2

)

(

)

(

y

y

x

x

AB

AB

-

+

-

=

=


Da:

De to punkter A og B indtegnes i et koordinatsystem

Igennem de to punkter kan tegnes en og kun en vektor 
[image: image63.wmf]AB


Siderne i den retvinklede trekant der kan dannes får længden 
[image: image64.wmf]y

D

og 
[image: image65.wmf]x

D

, hvor der gælder:
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= x2 – x1   og 
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D

= y2 – y1
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Ved hjælp af den Pythagoræiske læresætning (c2 = a2 + b2) 
får vi:
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 og da der er tale om længder, er det kun den positive værdi, der har interesse

QED
Skalarproduktet og vinklen mellem vektorerne – Bevis 1
For to vilkårlige vektorer 
[image: image71.wmf]a

 og 
[image: image72.wmf]b

gælder der at skalarproduktet
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, hvor v er vinklen mellem de 2 vektorer. 

Da

Der placeres to vektorer 
[image: image74.wmf]a

 og 
[image: image75.wmf]b

 i et koordinatystem.

Vektorerne placeres med udgangspunkt i origo. 
Vektor 
[image: image76.wmf]b

placeres så vektorens endepunkt benævnes A og dette punkt placeres i (b1 ,b2) (Det er ikke en fejl, navngivningen er således!)
Vektor 
[image: image77.wmf]a

placeres tilsvarende, idet vektorens endepunkt benævntes B og får koordintatorerne (a1, a2)

Der kan herefter tegnes en 3. vektor 
[image: image78.wmf]c

, der går fra A til B 
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Vi ved at skalarproduktet er givet som: 
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Vi ved desuden: 
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 = 
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 EMBED Equation.3  [image: image86.wmf]2
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Fra trigonometrien har vi cosinusrelationen der ser således ud:

c2 = a2 + b2 – 2abcos(C)

Vi indsætter herefter de kendte værdier i udtrykket og får:

c2=  (a1-b1)2 + (a2-b2)2

a2 = a
[image: image87.wmf]2
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b2 = b
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2abcos(v) = 2
[image: image91.wmf]a



 EMBED Equation.3  [image: image92.wmf]b
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 EMBED Equation.3  [image: image108.wmf]b
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 EMBED Equation.3  [image: image110.wmf]b
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 EMBED Equation.3  [image: image112.wmf]b
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Skalarproduktet og vinklen mellem vektorerne – Bevis 2
For to vilkårlige vektorer 
[image: image114.wmf]a

 og 
[image: image115.wmf]b

gælder der at skalarproduktet
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De tre vektorer 
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Arealet af 
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kan beregnes på to måder. 

Den ene er ved anvendelse af prikproduktet – den anden ved anvendelse af cosinus-relationen for vilkårlige trekanter.

Prikproduktet:


[image: image127.wmf]b

-
[image: image128.wmf]2

a

= (
[image: image129.wmf]b

-
[image: image130.wmf]a

)(
[image: image131.wmf]b

-
[image: image132.wmf]a

)=
[image: image133.wmf]b



 EMBED Equation.3  [image: image134.wmf]b
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 EMBED Equation.3  [image: image148.wmf]b

r

cosv, hvor (v er vinklen mellem vektorerne 
[image: image149.wmf]a

og 
[image: image150.wmf]b

)
Da de to ligninger udtrykker den samme længde, kan vi konkludere

-2
[image: image151.wmf]a
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 EMBED Equation.3  [image: image158.wmf]b
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Hermed er sætningen bevist!

Vinklen mellem to vektorer

Af ovenstående formel kan udledes:

For to vilkårlige vektorer 
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QED
Vektorprojektion - ikke kernestof!
Lad 
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Først deles 
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 op i to størrelser, nemlig den del der er parallel med 
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Skalarprodukt vinkelrette linier
For to vilkårlige egentlige vektorer 
[image: image203.wmf]a

 og 
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gælder det at skalarproduktet giver 0 hvis vektorerne står vinkelret på hinanden. 
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Da vektorerne 
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er egentlige vektorer (og altså ikke nulvektorer) har de en længde forskellig fra 0.
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