Økonomi og matematik

Differens- og grænseomkostninger 


Differensomkostninger – Grænseomkostninger = Økonomi

Differenskvotient – differentialkoefficient = matematik

Når en virksomhed overvejer om det kan betale sig at udvide produktionen (fra x enheder til x+
[image: image31.png]1E+005

9E+004

SE+004

7E+004

GE+004

SE+004

4E+004

IE+004

2E+004

1E+004

0E+000

200

400

600

800

1000

1200



x) ser man naturligvis på hvilke meromkostninger, der bliver tale om ved udvidelsen (og ser så denne i forhold til merindtægter!)

Ændringen i omkostninger kan f. eks. passende kaldes
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K = K(x+
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x) – K(x)

Ændringen findes altså ved, vi ser på de samlede omkostninger når produktionen er blevet  udvidet med antallet 
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x og trækker der fra omkostningerne som de var, før vi foretog udvidelsen.

Udvidelsen af produktionen (
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x) har en eller anden målbar størrelse. Der er jo tale om en konkret udvidelse på et vist antal stk.

Hvis vi beregner hvad meromkostningen er pr stk. ved udvidelsen har vi:

Den gennemsnitlige meromkostning pr. stk 

	DOMK = 
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Denne størrelse defineres som

 differensomkostningen ved en produktionsudvidelse fra x til ( x + 
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Hvis vi sammenholder dette med vor almindelige måde at bestemme differenskvotienten (hældningen a gennem to vilkårlige punkter på en graf) for en funktion, som 
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, så er det jo præcis det samme vi gør her.

Differens omkostningerne er lig med differenskvotienten for funktionen K, og den angiver den gennemsnitlige væksthasighed i intervallet [x ; x+
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x]. Da hældningen jo fortæller om tilvæksten/faldet, når man går en ud af x-aksen, er det præcist det samme, som at finde stigningen i gennemsnit..

I matematik plejer vi så at konkludere, at hvis funktionen er differentiabel i intervallet (dvs. kontinuert – sammenhængende), så kan vi lade 
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x->o, hvorved vi bestemmer tangentens hældning i punktet (x,f(x).

Hvis K (omkostningsfunktionen) differentieres finder vi K’(x). 

K’(x) fortæller med hvilken hastighed omkostningerne ændrer sig, hvis vi udvider produktionen udover x.

	K’(x) = lim      
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x->0                        
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x->0

K’(x) kaldes grænseomkostningen ved et produktionsniveau på x

K’(x) er hældningskoefficienten i punktet (x, k(x))




I erhvervsøkonomi er det som oftest tabeller, der danner grundlag for beregningen af differensomkostningerne.

Ud fra en oversigt over forskellige produktionsstørrelser og de tilhørende omkostninger beregnes differensomkostningerne.

Ex.

	Produktion i stk.


	0
	100
	200
	300
	400
	500
	600
	700

	Omkostning i kr.


	900
	1400
	1750
	2000
	2200
	2450
	2750
	3150


NB:  Omkostningskurven ved vi jo fra tidligere, kan beskrives som en 3. gradsfunktion. Hvis vi plottede ovenstående koordinatsæt ind i et koordinatsystem, ville dette blive bekræftet.

Differensomkostningerne beregnes som forskellen i omkostningerne divideret med forskellen i antal stk.

Eksempelvis får vi, at differensomkostningerne ved en udvidelse fra 400 til 500 stk, vil blive:

DOMK : 
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Ud fra ovennævnte, kan differensomkostningerne i alle intervallerne beregnes, og man kan opstille følgende tabel

	Produktion i stk.
	0
	100
	200
	300
	400
	500
	600
	700

	Omkostning i kr.
	900
	1400
	1750
	2000
	2200
	2450
	2750
	3150

	DOMK i kr/stk                          5,00    3,50    2,50       2,00       2,50      3,00        4,00




Hvis man indtegner en kurve med punkterne (Produktion - midtinterval, DOMK) vil der blive tale om et forløb, der i grove træk ligner en parabel! 

Punkterne ville her blive:

(50,5)(150,3.5)(250,2.5)(350,2)(450,2.5)(550,3)(650,4)

Prøv evt. at plotte punkterne ind i nedenstående koordinatsystem!
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(Da K(x) er en 3. gradsfunktion, ved vi jo netop også, at denne differentieret skal give en parabel!)

I forbindelse med erhvervsøkonomi og sammenhængen med matematik, opstår der et væsentligt problem. I mange virksomheder, måles produktionen i hele størrelser, dvs. vi egentlig betragter x-aksen som mængden af Naturlige tal og nul. N0 består som bekendt kun af alle hele tal og nul (ikke brøker og decimaltal mv.) På en tallinie, vil der være tale om en række punkter, der ligger som perler på en snor.
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Hvis vi tegner en kurve, hvor definitionsmængden er de Naturlige tal, får vi en kurve, der består af en række springende punkter. Kurven vil ikke være kontinuert!

I matematik er det jo det væsentligste krav, vi stiller til en funktion, der skal differentieres, at den netop er kontinuert!

Her tillader man dog alligevel at tale om grænseomkostningen, når vi taler erhvervsøkonomi, idet man vedtager, at kravet om, at 
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-> 0, (som vi stiller når vi bestemmer differentialkoefficienten i matematik)  i erhvervsøkonomi ændres til, at 
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D

= 1. Vi siger dermed, at den mindste produktionsudvidelse der kan være tale om, er en udvidelse på 1.

I erhvervsøkonomi gælder:

Definition på GROMK:

	GROMK = K(x+1) – K(x)

grænseomkostningen ved en produktionsændring på 1




I matematik gælder:

Definition på GROMK:
	K’(x) = lim      
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Selv om der stringent matematisk er tale om en væsentlig fejl, hvis man sammenligner den matematiske definition med den erhvervsøkonomiske, betyder det ikke noget, der er to definitioner på samme størrelse.

GROMK og DOMK bruges som regel ved konkrete praktiske problemstillinger, mens K’(x) bruges ved teoretiske problemstillinger.

I erhvervsøkonomi  er det som nævnt ofte en oversigt over omkostningerne ved forskellige produktionsmuligheder, der danner udgangspunkt for de konkrete beregninger. 

I matematik får man derimod oplyst en forskrift for omkostningsfunktionen, hvorefter man enten kan beregne – ved at indsætte forskellige produktionsstørrelser i forskriften – omkostningerne, og derefter beregne differensomkostningerne ved forskellige intervalændringer.

Grænseomkostningerne findes ved at differenstiere funktionen og fastlægge værdien af differentialkoefficienten ved en bestemt produktion. Derved udregnes grænseomkpostningerne.

Opgaver i DOMK og GROMK

Opg. 1.

En virksomhed har fastlagt følgende sammenhæng mellem afsætningen/produktionen og de samlede omkostninger:

	Produktion:
	0
	100
	200
	300
	400
	500

	Omkostninger:
	200
	2000
	3600
	6800
	13400
	25200


a. Lav en tabel over differensomkostningerne DOMK 

b. Tegn grafen for DOMK ud fra tabellen

Funktionen f er bestemt ved følgende forskrift:

f(x) = 0,0003x^3 – 0,1x2+25x+200

Det grafiske billede af funktionen er vist i koordinatsystemet  her:
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Opgaven fortsætter!

c. Bestem funktionsværdierne f(x) for og indsæt værdierne i tabellen nedenfor:

	x:
	0
	100
	200
	300
	400
	500

	f(x)
	
	
	
	
	
	


d. Plot de fundne talpar ind i koordinatsystemet ovenfor!

e.
Differentier funktionen f(x) =  0,0003x^3 – 0,1x2+25x+200

f.     
Udregn f’(x) for x-værdierne i nedenstående tabel:

	x:
	50
	150
	250
	350
	450

	f(x)
	
	
	
	
	


g.                Tegn det grafiske billede af f’(x) i samme koordinatsystem som det du anvendte i

delopgave b.

h.                Hvilke konklusioner kan du drage ud fra denne opgave?

Opgave 2.

En virksomhed har opstillet følgende tabel mellem differensomkostningerne og produktionen:

	Produktion:
	50
	150
	250
	350
	450
	550
	650

	Differens-

omkostninger:
	5
	3,6
	2,6
	2
	2
	2,6
	3,6


Som bekendt er differensomkostningerne fundet ved at man har beregnet forskel på omkostningerne ved forskellige produktionsstørrelser og derefter divideret med forskellen i produktionsstørrelsen

Det oplyses, at omkostningerne ved en produktion på 0 stk. er kr. 1200

a. Hvor store er omkostningerne ved en produktion på 100 stk?

VINK:  Du ved
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b. Nedenstående funktion viser grafen for differensomkostningernes forløb.

Det oplyses, at forskriften for funktionen er

f(x) = 0,000025x2 – 0,002x+6

Differensomkostningerne kan altså beskrives ved hjælp af en andengradsfunktion!

Redegør for, hvordan man ud fra oplysningerne om omkostningerne kan fastslå at den funktion, der beskriver omkostningsforløbet, er således:

O(x) = 0,0000083x3 – 0,001x2 + 6x + 900
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c.
Udfyld nedenstående tabel, der viser omkostningerne ved forskellige produktionsstørrelser:

	Produktion:
	0
	100
	200
	300
	400
	500

	Omkostninger:
	900
	
	
	
	
	


d.
Hvor store er de faste omkostninger i virksomheden?

e. Bestem de variable enhedsomkostninger ved en produktion på 200 stk, 300 stk og 500 stk.  Hvad fortæller disse tal?

Opgave 3.

En virksomhed har fastlagt følgende sammenhæng mellem afsætningen/produktionen og de samlede omkostninger:

	Produktion:
	0
	50
	100
	150
	200
	300

	Omkostninger:
	2000
	2425
	2910
	3459
	4080
	2570


a. Lav en tabel over differensomkostningerne DOMK 

b. Tegn grafen for DOMK ud fra tabellen

Funktionen f er bestemt ved følgende forskrift:

f(x) = 0,0003x3 – 0,01x2+8x+2000

Det grafiske billede af funktionen er vist i koordinatsystemet  her:
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Opgaven fortsætter!

c. Bestem funktionsværdierne f(x) for og indsæt værdierne i tabellen nedenfor:

	x:
	0
	100
	200
	300
	400
	500

	f(x)
	
	
	
	
	
	


d. Plot de fundne talpar ind i koordinatsystemet ovenfor!

e.   Differentier funktionen f(x) = 0,0003x3 – 0,01x2+8x+2000

i. Udregn f’(x) for x-værdierne i nedenstående tabel:

	x:
	50
	150
	250
	350
	450

	f(x)
	
	
	
	
	


j.                Tegn det grafiske billede af f’(x) i samme koordinatsystem som det du anvendte i

delopgave b.

Opgave 4

En virksomhed har opstillet følgende tabel mellem differensomkostningerne og produktionen:

	Produktion:
	100
	200
	300
	500
	700
	1000
	1200

	Differens-

omkostninger:
	18,6
	14,4
	11,4
	9
	11,4
	24
	38,4


Det oplyses, at omkostningerne ved en produktion på 0 stk. er kr. 500

1.

                Hvor store er omkostningerne ved en produktion på 150 stk.?

VINK: Se vinket i opgave 2! Her skal du dog se på andre intervaller!

Opgaven fortsætter!

2. Nedenstående funktion viser grafen for differensomkostningernes forløb.

Det oplyses, at forskriften for funktionen er

f(x) = 0,00006x2 – 0,006x+24

Differensomkostningerne kan altså beskrives ved hjælp af en andengradsfunktion!


Plot punkterne ind, der er oplyst i tabellen. Stemmer disse værdier?

3. Redegør for, hvordan man ud fra oplysningerne om differensomkostningerne kan fastlægge, hvad den funktion, der fastlægger omkostningerne, hedder. Det kræver dog, at man ved, de fast omkostninger er på kr. 500!

Har du et bud på, hvad grafen for omkostningerne hedder?

Hvordan kan man finde forskriften?

Det man skal gøre er at fastlægge en stamfunktion for funktionen f ovenfor. At bestemme en stamfunktion vil sige, man skal finde ud af, hvad en funktion hed, før den blev differentieret.

Vi ved jo hvordan man differentier, så at bestemme en stamfunktion er at regne baglæns!

Det kaldes også integralregning – hvilket er niveau A pensum!

4.   Grafen for omkostningerne ser således ud:



Udfyld nedenstående tabel, der viser omkostningerne ved forskellige produktionsstørrelser:

Enten ved at aflæse på grafen ovenfor – eller ved at indsætte i den funktion, du gætte på, i delopgave 3

	Produktion:
	0
	100
	200
	300
	400
	500
	800
	1200

	Omkostninger:
	500
	3220
	
	
	
	
	
	


5.                Hvorfor skal man vide hvor store de fast omkostninger er, før man kan bestemme 

hvad funktionen for omkostningerne hedder?

6.                Bestem de variable enhedsomkostninger ved en produktion på 100 stk, 500 stk og 

                    1200 stk. 

7.   
Hvis du ikke kunne løse delopgave 3, må du hellere få lidt hjælp her!

Funktionen der beskriver omkostningsforløbet hedder:

O(x) = 0,00002x3 + 0,03x2 + 24x + 500


Hvordan kan du kontrollere dette?
Jytte Melin
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