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Matematik Niveau B

Sidetal og numre på formlerne svarer til formelsamlingen fra uvm.
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Punkterne plottes ind i 3 forskellige koordinatsystemer. Det koordinatsystem hvor punkterne ligger pænest omkring en ret line vælges. Papiret fortæller hvilken funktion, der er tale om.

På grafregneren vælges den model, hvor r2 er tættest på 1.

r2 - 0,95  Model god

r2 - 0,99  Model glimrende

Eksemplet ovenfor vokser eksponentielt.

Ud fra punkterne kan forskriften bestemmes:

(1,5.7) (5,74.3)

Lineær: (r2 = 0,8856 -> forkastet)

a = 
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Eksponentiel: (r2 = 1 -> perfekt model!)
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Potens: (r2 = 0,9472 -> ej ok. Acceptabel (0,95))
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	Givet en tabel med en række talværdier:

Vil en af funktionerne tilnærmelsesvist kunne beskrive ovennævnte udvikllingsforløb?

f(x) = ax +b     Lineær funktion

g(x) = bax        Eksponentiel funktion

h(x) = bxa        Potens funktion
f(x) ? Forløbet lineært. Hvis punkterne  ligger på en ret linie i et almindeligt koordinatsystem

g(x) ? Forløbet eksponentielt.  Hvis punkterne ligger på en ret linie i et enkelt logaritmisk papir

h(x)  ? Forløbet potentielt. Hvis punkterne  ligger på en ret linie i et dobbelt logaritmisk papir

Forskrift:

Vælges to punkter på den valgte linie (funktion).

Herefter anvendes formlerne til bestemmelse af parametrene a og b

Lineær:             a = 
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               b = y-ax

Eksponentiel:   a = 
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Potens:             a = 
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	Alle punkterne plottes ind i L1 og L2

DiagnosticOn. r2 findes ved regression på alle tre forløb. Ved beregning af forskriften anvendes kun to talpar!

Forskrift gennem to punkter: Der indtastes to talpar i L1 og L2
STAT 

CALC
4

0
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	Appendiks 2 - funktionsundersøgelse
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Monotoniforhold:
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f'(x) = 0 
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x=-0,24( x=8.24

f'(-1):pos0,28  f'(0):neg -,125 f'(5):neg-17 f'(10):pos,5

f(x) voksende i intervallet ]-
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f(x) aftagende i intervallet  [-0,24;4[

f(x) aftagende i intervallet  ]4;8,24] 

f(x) voksende i intervallet [8,24;
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Ekstrema:

Lok. Max. (-0,2428,f(-0,2428) = (-0,2438,-0,4853)

Lok. Min. (8.2426,f(8.2426))=(8,2426,16,4853)

Vm(f) = ]-
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Asymptoter: Lodret: x=4 (Nævner nnp (tnp)

                      Skrå: y = x+4 (Pol. div-rest 18)


	Følgende punkter er indeholdt :

1. Dm(f): Grafens bredde på x-aksen 

Pas på 
[image: image20.wmf]x

, ln(x), brøker, potensfunktion.

Hvis sammensat, hvad gælder for ydre – overfør til indre

2. Nulpunkter: Skæring med x-aksen. f(x) = 0

3. Fortegnsvariation: Beskrivelse af grafens forløb mht. x-akse (over/under)
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          +     x1              x2       +             x3              x

                           -                                     -

4. Monotoniforhold. 

Grafens forløb. Voksende (op). Aftagende (ned) Målt mht. x-akse. Notér intervallerne.
    x                        x0                     x00
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   f'(x)       -              0     +        0      -

   f(x)

                             min              max

f(x) aftagende i intervallet  ]-
[image: image21.wmf]¥
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f(x) voksende i intervallet [x0; x00]
f(x) aftagende i intervallet [x00; 
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5. Ekstrema; Maksimunm/minimum.  f'(x) = 0  (Lokale/Globale). Ved åben bolle:intet!

6. Evt. Vendetangent. 

(3. gradsf.) f''(x) = 0 Midt mellem ekstremaer. Grafen kan drejes 180 grader og dække sig selv.

Bestem f’’(x).f’’/x)=0, Punkt: f(fundne værdi for x)

Hvis tangentligning: så sættes x i formel 103

7. Evt. asymptoter. (Se s. 18)

Især ved brøkfunktioner.

Hvad sker, når funktionen nærmer sig uendelig og ikke definerede værdier.

Vandrette, lodrette, skrå asymptoter
8. Vm(f) Grafens udstrækning i forhold til y-akse

Vær opmærksom på spring!
	Y

(husk parentes)

2nd TABLE

NP: y1=f(x) y2=0 2nd CALC intersect

Fortegn: 2nd TABLE

Monotoni: GRAPH - se forløb

f'(x) fortegn: 2nd CALC 6 dy/dx

5

Ekstrema:

2nd CALC

max/min

Vm(f): Se graf. Vurdér endepunkter og ekstrema.

Asymptoter:

Lodret - vises lodret streg. Ikke def. værdi

Skrå: Ses af graf. Kontrol: Indsæt beregnet asymptote

Y2= x+4
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En pris stiger et år med 6%, det næste år med 4%, og det næste år igen med 12%. Den gennemsnitlige rentefod er
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Den gennemsnitlige procentvise prisstigning pr. år er 7,28%

Værdien –2 antages at have vægten 0,7 og værdien 6 vægten 0,3. Det vejede gennemsnit af –2 og 6 er
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Tabellen viser priser for en vare i 2 forskellige år.

Indekstallet for 1995 med basisår 1990 er
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	Gennemsnitlig procent

Gennemsnitlig rentefod 
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	Rentesregning

	Eksempel:
	Formel:
	Grafregner:

	[image: image529.png]Foses
PIF O dx



[image: image530.png]=524

LeftEound?
#z0

fr=-y



[image: image531.png]


[image: image532.png]


[image: image533.png]


[image: image534.png]tan 15123
. 22,6199



[image: image535.png]!!Ill!l Sci Eng
B1ZSEFED
Rad an

]

Dot

1
1] ] Horlz G-T



[image: image536.png]» SHSHTHS 1




Husk:

Rentesregning: Man går i banken én gang.

     400 kr. der forrentes med 6% p.a.,

     er efter 8 år vokset til

     K8 =  400 ( (1( 0,06)8 ( 637,54 kr.

     Det beløb, der forrentes med 6%

     p.a. og som efter 8 år er vokset til

     1500 kr., er

     K0 = 1500((1+0,06) –8 = 941,12 kr.

      Hvis renten er 2% pr. måned, så er

      den effektive rentefod p.a.

      i = (1+0,02)12 – 1 = 0,2682

     Den effektive rente i procent p.a. er

     26,82%
	      0         1      . . .         n  antal terminer
      K0              K 1      . . .         Kn Kapitalværdier
     Startkapital K0

     Rentefod r  pr. termin 

     Antal terminer  n

     Kapital K n efter n terminer

    Fremskrivning

     Kn = K0 ( (1 + r)n                                           4
     Tilbageskrivning 

     K0 =Kn ((1+r) –n                                                                    5
     Effektiv rente

     Den effektive rentefod i pr. n terminer

      i = (1+r)n – 1                                              6
	APPS – Finance – 1 TVM-solver

A0 eller K0 ( PV (Present value)

R  ( I% (Husk her noteres 3% som 3

· ellers er det jo 0,03)

n  ( N

An eller Kn ( FV (Future value)

y ( PMT (Payment - ydelse)

HUSK: Alle størrelser kan findes ved ALPHA SOLVE - altså også n og r

	Annuitetsregning
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Husk:

Annuitetsregning: Man går i banken hver termin.

Der indbetales 100 kr. hvert år i alt 4 gange, og renten er 5% p.a. Værdien efter sidste indbetaling er

A4 =
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Et lån tilbagebetales med 8 å hinanden følgende månedlige ydelser å 50 kr. Renten er 2% pr. måned. Lånets hovedstol er

A0 =
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Den månedlige ydelse på et sædvanligt annuitetslån på 900 kr., der forrentes med 2% pr. måned og som har en løbetid på 6 måneder, er
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Restgæld midt i forløb

Lån på kr. 250.000,- .Tilbage over 10 år, rente 6 %. Den årlige ydelse er på kr. 35.000,-

Gæld efter 9. ydelse er betalt
K9 = 250.000 * 1,069 = 422.369,74
Formel: Kn = K0*(1+r)n

Indbetalingerne har en værdi på:


A9 = 35000*
[image: image40.wmf]06
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= 402.196,06

K9- A9 = 422.369,74 - 402.196,06 = 20.173,68

Gælden efter 9. ydelse er på kr. 20.173,68
10. ydelse er: kr. 20.173,68 * 1,06 = kr. 21.384,10

	                                               antal

                                               annuitetsydelser

         0     1    2   .   .    .   n

                y1    y2   .   .    .   yn

        Ao                           An    annuitetsydelser

                                               kapitalværdier

Hovedstol A0
Rentefod r pr. termin

Antal annuitetsydelser n

Annuitetsydelse y

Kapital An efter n annuitetsydelser

Fremtidsværdi af en annuitet

Opsparingsformlen

An = y
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Nutidsværdi af en annuitet

Gældsformlen

A0 = y
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Annuitetsydelse

Amortisationsformlen

Y = A0
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Restgældsformel:

Rg= Kn- An, 
Kn= K0*(1+r)n - An= y*
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	APPS – Finance – 1 TVM-solver

A0 eller K0 ( PV (Present value)

R  ( I% (Husk her 3%. I formler 0,03)

n  ( N

An eller Kn ( FV (Future value)

y ( PMT (Payment - ydelse)

ALPHA SOLVE  PV  0

ALPHA SOLVE  FV 0

ALPHA SOLVE  PMT  0

Ved annuitetsregning er formlerne opbygget sådan, at ydelsen falder en termin efter tiden 0. Derfor SKAL grafregneren stå på END. 

(Vi betaler ved slutningen af terminen - og ikke straks)
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Linien, der går gennem punkterne 

A (-1,2) og B (3,0) har hældningskoefficienten
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b = 2 - -½*-1 = 2-½ = 1½

y = -½x + 1½


	Hældningskoefficient for linie

             y

                                                B(x2,y2)

                                              x
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 b = y - ax                               22b
 y = ax + b


	   STAT
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Linien gennem 6 på 2. aksen med

hældningskoefficienten –2 har ligningen

y = -2x + 6

Linien gennem A(-1,2) med hældningskoefficienten -½ har en ligning bestemt ved

y – 2 = -½ (x – (-1)) (
y = - ½x + 1½ 

Eller:

(x,y) = (-1,2),   a = -½

b = 2 - -½*-1 = 2 - ½ = 1½

Dermed. y = ax + b

y = -½x + 1½


	Ligning for linien l

y = ax + b                       21
y – y0 = a (x – x0)           22a
y = ax + b (
b = y - ax                        22b

(Se også s.9 og s.16)
	Y

GRAPH

Hvis støttepunkter tryk 2nd Graph (tabel)

Alternativt : TRACE - 

støttepunkter vælges


	Andengradsfunktion Parabel

	Eksempel: 
	Formel:
	Grafregner:
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En parabel har ligningen

y = ½x2 - x - 4              a=0,5 

                                    b=-1

                                    c= - 4

Toppunkt:

TPx = 
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TPy = f(1) =½*(1)2-1-4 = - 4½

TP = (1,-4½)

½x2 - x - 4 = 0 
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x = 4 
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 x = -2  L= (-2,4(
(0,-4) 
[image: image82.wmf]Î

 f(x)
	Ligning for parabel med symmetriakse parallel med andenaksen

 f(x) = y = ax2 + bx + c                     23
Diskriminant d: d = b2 - 4ac             24
NB: b2 altid positiv -> b2 = (b)2
Toppunkt Tp:

 Tpx = 
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  Tpy = f(
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 TP = (
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Skæringspunkter eller nulpunkter

x =
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Skæringspunkt med y akse

(0,c) da                                            27
f(0) = a02+b0+c = 0 +0 + c = c
	Y=

Bestem toppunkt:

GRAPH 

2nd CALC

Skæringspunkter med x-akse. Se s. 17


	Retvinklet trekant

	Eksempel:
	Formel:
	Grafregner:

	[image: image572.png]_CALC TESTS

SetUPEdltor



[image: image573.png]L

(3

1z0.00

u

i
woon | Wedey




[image: image574.png]


[image: image575.png]


[image: image576.png]Flatl Flatz Flots



[image: image577.png]2
3
3
?

e
i $F(x)dx




[image: image578.png]Intersection
Hz1MGE fr=10




[image: image579.png]Intersection
#=iouizez? fr=11



[image: image580.png]Flotl Flokz Flots
=811
\VZEIB“X
wir=

wiy=

wie=

wHE=

wNr=



[image: image581.png]I

o

berse

=1, 0681

chion
£

i



[image: image582.png]Floti Flokz Flots
~HEFE
~NeE8

wir=

wiy=

wie=

wHE=

wNr=



I en retvinklet trekant med 

C = 90° , a = 5 og b = 12

er siden c bestemt ved 
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I en retvinklet trekant med

C = 90° , a = 5 og c = 14

er siden b bestemt ved

52+b2=142 
[image: image90.wmf]Û


b2=142-52 
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I en retvinklet trekant med 

C = 90° , a = 5 og b = 12

Vinkel A er bestemt ved

tan A= 
[image: image93.wmf]12
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A =  tan-1(
[image: image95.wmf]12

5
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	               Hypotenusen c

                                               Katete a

                                  Katete b
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	Vilkårlig trekant
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I en trekant ABC med 

a = 5 , b = 9 og c = 6

er vinkel C bestemt ved

62 = 52 + 92 –2 * 5 * 9 * cos C 
[image: image109.wmf]Û


cos C = 52 + 92 - 62  = 0,7778
[image: image110.wmf]Û

 

              2 * 5 * 9

C =  cos -1(0,7778) = 38,94(
Eller  cos C = 62 - 52 - 92   = 0,7778 
[image: image111.wmf]Û


               -2 * 5 * 9

 C = cos-1(0,7778) = 38,94(
I en trekant ABC med 

(A = 40( , ( 80( og b = 5

er a bestemt ved

  a      =       5 
sin40(     sin80(   
[image: image112.wmf]Û


a = 5 * sin40(   = 3,26

        sin80(
En trekant ABC med

(C =40(, a = 5 og b = 7

har arealet

T = ½ * 5* 7 * sin40( = 11,25

Radius 
ABC ligesidet med sidelængden 10
Indskreven: r=
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Omskreven: R=
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	Cosinusrelationerne

c2 = a2 + b2 – 2ab cosC

b2 = a2 + c2 – 2ac cosB                     32 

a2 = b2 + c2 – 2bc cosA

Sinusrelationerne

Bestem sider:

   a   =   b   =   c                                 33 

sinA     sinB  sinC

Bestem vinkler:

sinA =  sinB  = sinC

   a          b          c

Areal T af trekant

T = ½ab sinC

T = ½bc sinA                                     34
T = ½ac sinB

Cirkel: hvor s = halve omkreds :½(a+b+c)
Indskreven cirkel radius
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	Funktion
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f(x) = 2x3 – 2x  for x 
[image: image121.wmf]Î

 [-3,5[


[image: image122.wmf]
Vm(f)= [f(-3),f(5)[ = [-48,240[ 

NB: Hvis ekstrema ligger længere nede/oppe, er disse ekstremaer evt. endepunkter for værdimængden. (Se eksempel ved siden af)

Nulpunkter Newton-Rapson
Xn+1=xn -
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f(x) = x3 – x – 1 Vi ønsker at finde en tilnærmet værdi 

f´(x) = 3x2 -1, og vi vælger x1 = 1.

x2 =  x1 - 
[image: image124.wmf])
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= 1½

 x3 = 1½ - 
[image: image126.wmf]½)
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f

f

¢

= 1.347826087 der fortsættes

x4 = 1,325200399  x5 = 1,324718174

x6 = 1,324717957  x7 = 1,324717957

 Konklusion: nulpunktet er med 4 dec. bestemt til: 

x = 1,3247 


	Funktionsbegrebet

                                  (2)

                                     g

                a                         x   d         b  (1)
Figuren viser grafen for funktionen f.

Funktion: En række af koordinatsæt, hvor der til én førstekoordinat (x) kun svarer en anden koordinat (y) 

Definitionsmængden for f                            35

Definitionsmængden for f er grafens                    udstrækning målt på 1. aksen

Dm(f) = ]a;b]

Værdimængden for f                                     36
Værdimængden for f er grafens udstrækning          målt på 2. aksen

Vm(f)=[e;g]

Funktionsværdi y = f(x)                                37
f(x) er andenkoordinaten til det punkt                     på grafen, som har førstekoordinaten x 

Monotoniintervaller for f                              38

f er aftagende i ]a;c]                                                

f er voksende i [c;d]

f er aftagende i [d;b]
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	Funktion
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f(x) = 2x-3             ydre - "virker sidst"

g(x) = x+1             indre - "virker først"

(f ( g)(x) = f(g(x)) = 2(x+1) – 3 = 2x – 1
[image: image127.wmf]
f(x) = ln(x)              ydre

g(x) = x
[image: image128.wmf]2

+ 4x        indre

(f ( g)(x) = f(g(x)) = ln(x
[image: image129.wmf]2

+4x)

f(x) = 2x-3

y  = 2x -3
[image: image130.wmf]Û

2x = y + 3 
[image: image131.wmf]Û

x = ½y + 1½

Med x som uafhængig variabel er en forskrift for f
[image: image132.wmf]1
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:

f
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(x) = 
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1

x + 1
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(0,-3) 
[image: image136.wmf]Î

f(x). (1,-1) 
[image: image137.wmf]Î

f(x)

Derfor gælder (bytter rundt på x og y) 

(-3,0) 
[image: image138.wmf]Î

f-1(x). (-1,1) 
[image: image139.wmf]Î

f-1(x)
	Sammensat funktion

Den sammensatte funktion f ( g af to funktioner 

f ydre og g indre

(f ( g)(x) = f(g(x))                                 39
                    g         
[image: image140.wmf]    f

Omvendt funktion

Den omvendte funktion f
[image: image141.wmf]1

-

 til en 

funktion f
y = f(x) 
[image: image142.wmf]Û

x = f
[image: image143.wmf]1

-

(y)        f                 40
                              f-1

Det grafiske billede fremkommer ved en spejling i y = x

NB: At en funktion er invertibel vil sige, det er en én til én funktion.

Kendte funktioner 

f(x) = x
[image: image144.wmf]2

     f-1 (x) = 
[image: image145.wmf]x

,   f(x) = x3    f-1(x) = 
[image: image146.wmf]3

x


f(x) = ax    f-1(x) =
[image: image147.wmf]a

x

,          f(x) = ln(x)   f-1 (x) = e
[image: image148.wmf]x
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	Lineær Funktion
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Lineær funktion:

f(x) = 2½x + 3

Grafen for f(x) er en ret linie i et sædvanligt koordinatsystem.

                                                f(x)=ax+b

                       1 ud

   a-værdien = 2½
                        op

   b-værdien = 3

Givet to punkter A(3,2)  og B(-4,5) på grafen 

a = 
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D

D

        a = 
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b=  y - ax     b = 2 - 
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*3 =  2+
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= 3
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f(x) = 
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x + 3
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	Enhver ret linie – lineær funktion – kan skrives med formen: 

f(x) = ax + b,                                    41

Hvor a og b er talstørrelser.

a er funktionens hældning dvs. hvis man lader x-værdien vokse med 1, ændrer y-værdien sig med størrelsen a. 

1 hen -> a-værdien op/ned

Værdien a kan findes via formel: 

a =
[image: image157.wmf]1
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1

2

x

x

y

y
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= 
[image: image158.wmf]x

y

D

D


hvor (x1,y1) og (x2,y2)

er to vilkårlig valgte punkter.

b fortæller, hvor linien skærer y-aksen
f(0) =a*0 + b = b

Værdien b findes via formel:

22a :        y – y0 = a(x-x0)

eller

22b :        b = y – ax
	Y
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	Parabler Andengradspolynomium
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f(x) = 2x2-4x-6
      a = 2

      b = -4

      c = -6

d = 64, (d = (-4)2-4*2*-6=16+48 = 64

 f(x) = x2 + 2x – 3 = 0 
[image: image159.wmf]Û
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[image: image161.wmf]Û


x= 3 
[image: image162.wmf]Ú

 x = - 1    

L = {-1,3}

f(x) = 2x2-4x-6 = 2(x+1)(x-3)

gæt: + 1,2,3,4,6,8,12,24.   4 ok: Division x-4

Polynomisk division:                

(-x3+3x2+10x-24) : (x – 4) = - x2 - x + 6

  -x3+4X2
      -x2+10x

      -x2+  4x

              6x-24

              6x-24

                     0

Dette anvendes, når nulpunkter skal bestemmes, da:

-x3+3x2+10x-24 = 0 
[image: image163.wmf]Û

(x – 4)( -x2 - x + 6) = 0


[image: image164.wmf]Û

x – 4 = 0 
[image: image165.wmf]Ú

 -x2 - x + 6= 0
	Andengradspolynomium

f(x) = ax2+bx+c                            42
Diskriminant d

d = b2 – 4ac                                          43
Nulpunkter (Rødder)

ax2 + bx + c = 0 
[image: image166.wmf]Û


 x =
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                                 44
Faktorisering: 

(Hvis x1 og x2 er rødder)

f(x) = ax2+bx+c = a(x-x1)(x-x2)        45
Polynomium af grad n  
f(x) = anxn-1+ … +a1x+a0                               46    

Mulig rationel nulpunkt (rod)
[image: image168.wmf]q

p

i et polynomium med heltallige koefficienter.                                47
 p går op i a0 og q går op i an  (sidst-først)

Division med (x-t)

t er et nulpunkt i f ( (x-t) går op i f (x)
	Evt. skrives y2 = 0. så findes skæring



	Asymptote for polynomiumsbrøk
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Nedenstående oversigt viser antal opkald på mobiltelefoner i årene 1990 – 1999.

Hvis tilvæksten relativt set har været konstant (samme årlige procentvise stigning) kan en eksponentiel funktion beskrive antal opkald.
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     svingningsakse

b:  fart - antal "ture indenfor 2
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c:  forskydning af startpunkt. Se på sin/cos

d:  svingningsakse
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	Lineær funktion i to variable – lineær programmering

	Eksempel:
	Formel:
	Grafregner:

	Skema:
1.Definition x =antal regnem.  y = antal skrivem.

2.Betingelser:


3. Polygonområde:
N(0)

4. Kriteriefunktion: F(x,y) = 80x + 140y

5. Niveaulinie: N(0) : 80x + 140y = 0 <=> y = -4/7 x

6. Konklusion: Ved forskydning af niveaulinien op til max ses, at bedste DB fås i (8,12). Dvs. der skal produceres 8 regnemaskiner og 12 skrivemaskiner.

Ved denne produktion er DB

F(8,12) = 8*80 + 12*140 = 2320

Husk: Maksimum/minimum kan ligge på en af akserne. Løsningen er ikke nødvendigvis skæringspunktet mellem to linier!
	F(x,y)=ax+by+c                               100
Niveaulinie N(t)

N(t):   ax+by+c=t                              101

N(0): ax + by + c = 0                           

Der skal altid anvendes følgende model:

Skema med oplysninger-(
1. Definition ( x=antal , y=antal )

2. Betingelser ( Husk evt. x
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 )

3. Polygonområde. 

      Skravér det, der ikke kan bruges.

     Tegn polygonet tydeligt op

4. Kriteriefunktion ( F(x,y)=ax+by+c )

5. Niveaulinier ( N0 : F(x,y)=0 )

6. Konklusion ( Formuleres med ord)
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Følsomhedsanalyse:

De to liniers hældning, som angiver maksimum/minimum betragtes.

Se eks: her er hældningerne hhv. -1 og -0.25
Hvor meget kan DB regnemaskine ændres:

ax+140y=0( 140y=-ax(y=
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Dvs. ned til 35 og op til 140. 

Så ses på DB skrivemaskine:

80x + by = 0 ( by = - 80x ( y = -
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	Differentialregning
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En ligning for tangenten til grafen for funktionen: f(x)= x2-6x+12 i (1,f(1))

er bestemt ved:

y = f’(1)(x-1)+f(1)  
[image: image313.wmf]Û

           f’(x)=2x-6  

y = -4(x-1)+f(1)     
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           f’(1)=2*1-6=-4

y = -4(x-1)+7         
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           f(1)=12-6*1+12=7

y = -4x +4 +7        
[image: image316.wmf]Û


y = f(x)= -4x +11

Det approksimerende førstegrads-polynomium for funktionen f(x)= x2-6x+12 har en forskrift,  der er bestemt ved( jf. ovenfor):

p(x) = f’(1)(x-1)+f(1)

p(x)= -4x +11


	Differentialkvotient f’(x0)

f’(x0)= lim      
[image: image317.wmf]0

0

)

(

)

(

x

x

x

f

x

f

-

-

                  102

                x-> x0

Ligningen for tangenten t i A(x0,f(x0))

y= f’(x0)(x-x0)+f(x0)                         103
Approksimerende førstegrads-polynomium p for f i tallet x0
p(x)= f’(x0)(x-x0)+f(x0)                    104
NB: Ligning for tangent og approksimerende førstegradspol. er det samme!
	Y

Du skal over omkring graf!

2nd DRAW 5

Når graf fremkommer tastes 1

	Differentiation af specielle funktioner

	Eksempel:
	Formel:
	Grafregner:

	
 Funktion                      Afledet funktion 
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x
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	Funktion          Afledet funktion                105
    f(x)                      f’(x)

k (konstant)           0

  x
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Regneregler for differentiation

(f
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g)’(x) = f’(x) 
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g’(x)                           106
(f*g)’(x) = f’(x)*g(x)+f(x)*g’(x)                   107
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g)’(x) = f’(g(x))*g’(x)                            110
	Grafregneren regner ikke med symboler; men man kan altid finde f’(x) i et punkt.

Hvis man differentierer en funktion, kan man derfor lave kontrol ved at indsætte en given værdi for x – og bagefter kontrollere via. grafregneren.

Ex.   f(x) = ln(3x
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	Deskriptiv statistik - diskrete
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	Gennemsnittet af karaktererne

10,9,11,9,8,6,7,8 opnået af 8 elever er
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I en forretning har man i 60 på hinanden følgende dage registreret antal kunder i den første åbningstime. Fordelingen af antal kunder i denne time og en analyse samt illustration af denne fordeling er vist i det følgende.
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Det gennemsnitlige antal kunder er 
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Middeltal (gennemsnit) 
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Se spredning – standardafvigelse ->
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HUSK: Der skal skrives L1, L2
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	Deskriptiv Statistik - diskrete
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Pindediagram for fordelingen af antal kunder

          y      frekvens

0,4

0,3

0,2

0,1

                                                    antal        x

                   1   2   3   4                    kunder

Trappediagram for fordelingen af antal kunder.

 y - summeret frekvens

    y (2)

                                                              (1) x

0,10 – fraktil = 1

1. kvartil = 2

2. kvartil = median = 3

3. kvartil = 4
	Pindediagram 

           x1  x2   x3   x4                               xk
Højde af pind svarer til frekvens/hyppighed af observationsværdi.

Summerede frekvenser
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Trappediagram

               Summeret frekvens

      a

             x1      x2     x3        xi                       xk
a - fraktil =x

1. kvartal = 0,25 – fraktil                          117
2. kvartal = median = 0,5 – fraktil            118

3. kvartal = 0,75 – fraktil                             119
	

	
[image: image393.wmf]                                                                                 Deskriptiv statistik - grupperede observationer
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	På en skole har man for 80 elever registreret antal timer, som eleven var om at lave en afleveringsopgave i matematik. Fordelingen af antal timer til at lave afleveringsopgave og en analyse samt illustration af denne fordeling er vist i det følgende skema

Det gennemsnitlige antal timer er 
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	         hi     h2                                  hk  hyppigheder
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Antal intervaller k
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Intervalfrekvens f1, f2,…, fk
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	STAT - EDIT 

I L1 noteres intervalmidtpunkt. I L2 hyppighed
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	Deskriptiv statistik - grupperede observationer
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	Søjlediagram for antal timer:

Sumkurve for fordelingen af antal timer:

0,10 - fraktil = 1,5

1. kvartil - nedre kvartil = 1,8

2. kvartil - median = 2,3

3. kvartil - øvre kvartil = 3
	Søjlediagram (histogram):

Areal af rektangel svarer til intervalfrekvens/hyppighed

Summerede frekvenser:

F1, F2….. Fk

Fi = 
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Sumkurve

a-fraktil = xa                                                 127
1. kvartil = 0,25 - fraktil                       128
2. kvartil = median = 0,5 - fraktil         129
3. kvartil = 0,75 - fraktil                       130
	

	Sandsynlighedsregning
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Et stokastisk eksperiment er beskrevet ved :

    u         1        2        3          4

    P(u)    0,2    0,1     0,5     0,2

Sandsynligheden for hændelsen 

A= (3,4( er 

P(A)= P(3) + P(4)= 0,5+0,2=0,7

I et sandsynlighedsfelt (U,P) har hændelsen A sandsynlighed 

P(A)=0,25

Sandsynligheden den komplementære (modsatte) hændelse er :

P((A) = 1-0,25=0,75

A = non A = ikke A (modsatte hændelse)
	Antal udfald n

Udfald  u1, u2,……un
Udfaldsrum U                               131
U= 
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 EMBED Equation.3  [image: image413.wmf]{

u1, u2,……un
[image: image414.wmf]}
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Sandsynlighed P(A) for en hændelse A   
                                                                   133
P(A) er lig med summen af sandsynlig-

hederne af alle udfald i A

Regneregler for sandsynligheder

  U

Udfaldsrum U

Hændelse A

P(U)=1                                                        134
P(Ø)=0                                                        135
P((A)=1-P(A)                                              136
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Sandsynlighedsfordelingen for en stokastisk variabel X er
x                 2      5      7

P(X=x)      0,4    0,5   0,1

Fordelingsfunktionen for X er

x                 2       5       7

F(x)           0,4    0,9    1,0

Middelværdien af X er
E(X)=2*0,4+5*0,5+7*0,1=4

Variansen af X er

Var(X)=(2-4)
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	Fordelingsfunktion F for en stokastisk variabel X
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	5! = 1 * 2 * 3 * 4 * 5 = 120
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Lad X betegne antal defekte enheder i en stikprøve på 50, som stammer fra en produktion, hvoraf 14% af enhederne er defekte.

Det antages

                            X ( b(50 ; 0,14)

Sandsynligheden for at stikprøven indeholder 2 defekte er

P(X = 2) = K(50,2) * 0,142 * (1 – 0,14)50-2 = 0,0172

Det forventede antal defekte i stikprøven er

E(X) = 50 * 0,14) = 6,02

Variansen af antal defekte er

Var (X) = 50 *0,14 * (1 – 0,14) = 6,02

Standardafvigelsen af antal defekte er

( (X) = 
[image: image450.wmf])

14

,

0

1

(

*

14

,

0

*

50

-

 = 2,45

X ( b(50 ; 0,14)

Sandsynligheden for at stikprøven indeholder  5 eller derunder af defekte er:

P(X< 5) = P(X=0)+P(X =1)+P(X=2)....P(X=5) eller Erlang S eller Grafregner
P(X< 5) = 0,2814 = 28,14%

P(x>5) = 1 - P(x<5) = 1-0,2814 = 0,7186 = 71,86%

	n faktultet - n udråbstegn -  n!

n! = 1 * 2 * … * n                                     144
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Binomialkoefficent K(n, r)

K (n, r) = 
[image: image451.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

r

n

 = 
[image: image452.wmf])!

(

!

!

r

n

r

n

-

                   146
Binomialfordelt stokastisk variabel X

Antalsparameter n

Sandsynlighedsparameter p

Værdier 0, 1, 2…, n

X ( b(n,p)                                                147

Sandsynlighedsfunktion

P(X = r) = K(n, r) * pr *(1 – p)n- r               148

Middelværdi

E(X) = n * p                                             149
Varians

Var(X) = n * p * (1 – p)                            150
Standardafvigelse
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	Lad X betegne det antal km, en bestemt bilmodel kører på 1 liter benzin. Det antages

X ~ N(15,2)

Grafen for fordelingsfunktionen F på normalfordelingspapir /sandsynligshedspapir går gennem punkterne:

(15 – 2; 0,159) = (13; 0,159), =(13, (-()  (den stiplede linie under 50%)

(15; 0,5)  og

(15 + 2; 0,841) = (17; 0,841)

(den stiplede linie over 50%)


	Normalfordelt stokastisk variabel X

Middelværdi (
Standardafvigelse (
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                                      F
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Grafen for fordelingsfunktionen F er en

ret linie på normalfordelingspapir.
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	Sandsynligheden for at en bil af denne model kører højest 14 km på 1 liter benzin er

P(X
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14) = F(14) = 0,31

Sandsynligheden for at den kører mindst 14 km på 1 liter er

P(X
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14) = 1 – F(14) = 1 – 0,31 = 0,69

Og sandsynligheden for at den kører mellem* 14 km og 16 km på 1 liter benzin er

P(14
[image: image456.wmf]£

X
[image: image457.wmf]£

16) = F(16) – F(14)

                      = 0,69 – 0,31 = 0,38

* Her fortolkes mellem som om 16 kan anvendes og 14 ikke kan.

Notér, hvis du er i tvivl om tolkningen!

	Beregning af intervalsandsynligheder
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	Alle ligninger løses groft sagt på samme måde:

Man anvender omvendte funktioner, for at isolere x. De omvendte funktioner, der skal anvendes er følgende:

1. x+a -> x-a    2. x- a -> x+a      3. ax -> 
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x


4. 
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x

 -> xa         5. x2 -> 
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         6. 
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 -> x2

7. xn ->
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x

       8. 
[image: image494.wmf]n

x

-> xn         9. ex -> ln(x)

10. ln(x) -> ex
Desuden er der nogle formler, der skal findes frem, f.eks. nulpunktsformlen for en andengradsligning.

Ved hver ligning, bør man notere grundmængde (hvilke x'er kan anvendes), og her skal man huske:

f(x) = 
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    Dm(f) = R0 = [0;
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f(x) = ex      Dm(f) = R = ]- 
[image: image497.wmf]¥

;
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f(x) = ln(x)   Dm(f) = R+ = ]0;
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Hvis der står et andet udtryk i forskriften (sammensat funktion) skal der tages andet forbehold.

Ex. f(x) = 
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  x+a> 0 
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 x > -a

Der skal anvendes ensbetydende tegn 
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 EMBED Equation.3  [image: image503.wmf]c


Til sidst noteres løsningen som mængde (element eller interval)
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