Kvadratisk programmering

- med cirkler, parabler og ellipser – husk regneark!

Vi har tidligere arbejdet med lineær programmering hvor kriteriefunktionen var en lineær funktion i to variable f(x,y) = ax + by +c
Kriteriefunktionen kan optræde i kvadratisk form, hvilket bl.a. er tilfældet, når man anvender programmering til prisdifferentiering indenfor VØ.

Når der tales om prisdifferentiering ses på:

· Forskellige efterspørgselskurver på to markeder

· De to markeder kan holdes adskilt

Derudover kan der skelnes mellem to tilfælde af markedsformer

Fuldkommen konkurrence, hvor prisen er givet ved markedsprisen

Monopol, hvor pris-afsætningskurven falder lineært

Kriteriefunktionerne afhænger af disse markedsformer:

Lineær: fuldkommen konkurrence på de to markeder

Parabel: fuldkommen konkurrence på det ene marked og monopol på det andet

Cirkel eller ellipse: monopol på begge markeder

Vi har tidlige anvendt følgende algoritme ved generelle programmeringsopgaver:
Først laves et skema indeholdende de givne oplysninger og herefter følger følgende 6 punkter:

1.
Definition.  De uafhængige variable x og y defineres. Husk: x. antal

2.
Betingelser. Begrænsningerne i produktionsfaktorer formuleres som uligheder, hvor 
x og y isoleres. Husk altid at notere - i tekstopgaver - at x > 0, og y > 0. (Vi er kun i 1. 

kvadrant)

3.
Polygonområde. Ulighederne fra betingelserne tegnes ind i et koordinatsystem.


Man angiver tydeligt, hvad der kan bruges - og markerer polygonet.

4.
Kriteriefunktion. "Målfunktionen" opstilles som funktion af såvel x som y. F(x,y). 


Det er denne, der skal optimeres (minimeres)
5.
Niveaulinie. Niveaulinier bestemmes og indtegnes. N(0) beregnes. Kriteriefunktionen 
sættes = 0 og y isoleres. Med en pil angives tydeligt, i hvilken retning funktionen 
vokser.

6.
Konklusion.

Maksimum - eller evt. minimum - bestemmes ved parallelforskydning af niveaulinien.

Maksimum/minimum markeres tydeligt på polygonet. (Hvis man er i tvivl om, hvilket punkt, der er bedst, så udregn F(x,y) til kontrol!)

Pas på: Det er ikke givet, det bedste punkt er en kombination af x og y, det kan være et punkt på enten x- eller y-aksen eller evt. et helt randområde (hvis niveaulinierne er parallelle med et af polygonets sider)
Husk: Konklusion skal skrives med almindelige ord!

Som nævnt er markedskonkurrencen afgørende for, hvilken kvadratisk funktion, der er i spil. Følgende eksempler viser de muligheder, der kan være tale om:
To monopolmarkeder – ellipse eller cirkel
Eksempel 
med centrum i polygon
Vi antager, der er givet en produktion af to produkter A og B, hvor der er givet nogle begrænsninger, der fastlægger polygonet.

1. Definition: 


x = antal enheder A. y = antal enheder B

2. Betingelser: 


2x + 3y <  240 ( y < -
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x + 80


2x + 2y < 180 ( y < -x + 90


X > 0 , y > 0
3. Polygonområde


[image: image2.emf]f(x)=-(2/3)x+80

Shade 1

f(x)=-x+90

Shade 2

f(x)=0

Shade 3

x<0

10 20 30 40 50 60 70 80 90

10

20

30

40

50

60

70

80

90

x

y


4. Kriteriefunktion
Produkterne kan afsættes på de to markeder med lineært aftagende prisafsætningsfunktioner af produktmængden. Vi antager at

Pris pr. enhed A (i 1000 kr.): px = 20 - 
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Pris pr. enhed B (i 1000 kr.): py = 25 - 
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Den samlede omsætning bliver da en kvadratisk funktion f af x og y bestemt ved:

F(x,y) = px*x + py * y = x(20 - 
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x) + y(25 - 
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y) = 20x - 
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x2 + 25y - 
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5. Niveaulinier
Vi ønsker at maksimere indenfor polygonområdet jf. ovenstående polygon. Til det formål skal der betragtes nogle niveaukurver af talpar (x,y), som giver samme funktionsværdi t (=omsætning)
Vi har da:

N(t) : f(x,y) = t

20x - 
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x2 + 25y - 
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Vi finder fællesnævner 12, så tallene er til at arbejde med
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Heraf kan ses, at der er tale om ellipser med centrum i (30,50) og halvakser bestemt ved:

a=
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For forskellige værdier af t, kan der bestemmes nogle halvakser.

t= 500:  

a=
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t=800:
a=
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Heraf ses, at b er større end a – ellipserne er derfor lodrette
Ellipserne tegnes ind i polygonområder. Det fremgår, at når t vokser, trækker ellipsen sig ind mod centrum
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Konklusion:
På figuren ses, at størsteværdien findes i ellipsens centrum. Maksimum har vi altså i (30,50)

Konklusionen er således, at der skal produceres 30 varer A og 50 varer B.

Prisen for vare A er bestemt som: 
px = 20 - 
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*30 = 10. Dvs. pris på vare A er kr. 10,-

Prisen for vare B er bestemt som

py = 25 - 
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y Her får vi p50 = 25 - 
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*50 = 25 – 12,5 = 12,5. Dvs. pris på vare B er kr. 12,5 

Den største omsætning bestemmes ved:

F(x,y) = 20x - 
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Det vil sige her :

20*30 - 
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30*10 + 50*12,5 = 925

Altså maksimal omsætn9ing på kr. 925.000,-
Hvis centrum af ellipsen ligger i polygonområdet, er dette maksimum. Så enkelt er det ikke, når centrum ligger uden for polygonområdet.
To monopolmarkeder – ellipse eller cirkel

Eksempel 

med centrum udenfor polygon – 

2 metoder: Se pkt. 6 konklusion.

1. metode: tangentbestemmelse
Vi antager, der er givet en produktion af to produkter A og B, hvor der er givet nogle begrænsninger, der fastlægger polygonet.

       1.  Definition: 


x = antal enheder A. y = antal enheder B

2. Betingelser: 


2x + 3y <  240 ( y < -
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2x + 2y < 180 ( y < -x + 90


x > 0 , y > 0
3. Polygonområde
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4. Kriteriefunktion
Produkterne kan afsættes på de to markeder med lineært aftagende prisafsætningsfunktioner af produktmængden. Vi antager at

Pris pr. enhed A (i 1000 kr.): px = 20 - 
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Pris pr. enhed B (i 1000 kr.): py = 25 - 
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Den samlede omsætning bliver da en kvadratisk funktion f af x og y bestemt ved:

F(x,y) = px*x + py * y = x(20 - 
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x) + y(25 - 
[image: image34.wmf]4

1
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5. Niveaulinier

Vi ønsker at maksimere indenfor polygonområdet jf. ovenstående polygon. Til det formål skal der betragtes nogle niveaukurver af talpar (x,y), som giver samme funktionsværdi t (=omsætning)

Vi har da:

N(t) : f(x,y) = t

20x - 
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Vi finder fællesnævner 20, så tallene er til at arbejde med
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Heraf kan ses, at der er tale om ellipser med centrum i (50,50) og halvakser bestemt ved:

a=
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5

5625

-

 og b = 
[image: image43.wmf]t

4

4500

-


For forskellige værdier af t, kan der bestemmes nogle halvakser.

t= 500:  

a=
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t=1000:
a=
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Heraf ses, at a er større end b – ellipserne er derfor vandrette
Ellipserne tegnes ind i polygonområder. Det fremgår, at når t vokser, trækker ellipsen sig ind mod centrum. 
F(x,y) har maksimum ligger i centrum (50,50); men dette falder udenfor polygonområdet, hvilket betyder, maksimum skal findes et andet sted.
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   6. Konklusion

Der skal derfor optimeres indenfor kapacitetsområdet.

Det drejer sig derfor om at bestemme værdien af t, så N(t) netop tangerer randen af kapacitetsområdet.

Af grafen ses, det er linien y = -x + 90, der skal tangere, da denne ligger tættest på ellipsens centrum.

Værdien af t kan bestemmes, ved at indsætte y = -x + 90 i det generelle udtryk for N(t). 

Vi har dermed følgende:

20x - 
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20x - 
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Når N(t) netop tangerer linien y = -x + 90, skal andengradsligningen have netop én løsning. Det betyder, diskriminanten d skal være 0.   
Vi får da ved indsættelse i nulpunktsformlen:
x= 
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( x = 44,44 (negative forkastes).

y kan beregnes da y = -x + 90. Vi får da y = -44,44 + 90 = 45,56

Ved indsættelse i f fås maksimum til 1.113,89 kr
Eksempel 

med centrum udenfor polygon – 

2. metode differentialregning

Som ovenfor ses maksimum ligger på linien y = -x + 90
Vi får da, ved at indsætte y = -x + 90 i det generelle udtryk for kriteriefunktionen. 

følgende:

f(x) = 20x - 
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Dette udtryk differentieres m.h.t. x så man får:

f’(x) = 20 - 
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Da vi differentierede en parabel med negativ a værdi, ved vi, f’(x) = 0 angiver funktionen maksimum

Vi får da:

- 
[image: image68.wmf]10
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x + 40 = 0 ( x = 44,44

y kan beregnes da y = -x + 90. Vi får da y = -44,44 + 90 = 45,56

Fuldkommen konkurrence på det ene marked og monopol på det andet– parabel
Et produkt A sælges på et marked med følgende pris afsætningsfunktion:
Px = -2x + 10 for 0 < x < 5

Produktet B sælges på et marked med fuldkommen konkurrence til en pris Py = kr. 5,- pr. enhed

Omkostningerne ved de to produkter er 1 kr. pr enhed

Dækningsbidraget kan da, når x = antal enheder A og y = antal enheder B,  bestemmes som:

f(x,y) = (-2x+10)*x + 5y – x – y = -2x2 + 10x  + 5y – x – y = -2x2 +9x + 4y

Der er i alt 20 timer til rådighed ved produktionen. Det tager ½ time at producere vare A og ¼ time at producere B

Begrænsningslinien er da: ½x + ¼ y < 20 ( y < - 2x + 80  for x>0,y >0
Denne indtegnes i et koordinatsystem:
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Niveaulinier for funktionen kan tegnes ud fra:
N(t) = f(x,y) = t
Vi har:

-2x2 +9x + 4y = t ( 4y = 2x2 – 9x + t ( y = ½x2 - 2
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Vi kan da bestemme :
N(40) : y = ½x2 - 2
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N(80) : y = ½x2 - 2
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N(200) : y = ½x2 - 2
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Alle niveaukurverne er parabler med samme x-koordinat for toppunktet, d.v.s. parablerne har samme symmetriakse: x = 2 ¼
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Vi kan se, funktionen vokser, jo længere op den kommer. Det drejer sig derfor om at få bestemt hvad funktionen hedder, hvis den kommer så højt som muligt indenfor polygonområdet.

Vi skal finde det punkt, hvor N(t) tangerer linien y = -2x + 80

Vi indsætter y = -2x + 80 i udtrykket for N(t):

N(t) : -2x2 +9x + 4y = t (-2x2 +9x + 4(-2x + 80) = t ( -2x2 +9x -8x + 320 = t (
-2x2 +x + 320 = t ( -2x2 +x  +320 - t = 0

For at N(t) netop skal tangere linien skal andengradsligningen have netop en løsning, hvilket betyder, d = 0
Vi indsætter nu d = b2 – 4ac = 0

d = 12 – 4 * -2 *(+320 –t) = 0 ( 1 +8(320-t)=0 ( 1 + 2560 – 8t = 0 ( 8t = 2561 ( t = 320,125

Det betyder, det maksimale dækningsbidrag er kr. 320,125

Punktet bestemmes ved at løse ligningen: -2x2 +x + 320 = 320,125 (-2x2 +x -0,125=0 (
x=
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da y =  -2x + 80, får vi: y = -2*
[image: image86.wmf]4
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 + 80= 79½

Maksimum, ligger altså i punktet (¼, 79½)

Maksimum kunne også være bestemt ved hjælp af differentialregning!
Vi har:

N(t) : -2x2 +9x + 4y = t, og hvis der er tale om en tangent har vi y = -2x + 80

Vi får da (jf. ovenfor)
f(x,y) = f(x) = -2x2 +x + 320 
f’(x) = -4x + 1

Da vi har en parabel med grenene ned (a negativ) ligger maksimum hvor f’(x) = 0

Vi har da:

-4x + 1= 0  (4x = 1 ( x = ¼
Da y =  -2x + 80, får vi: y = -2*
[image: image87.wmf]4
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Maksimum, ligger altså i punktet (¼, 79½)
Øvelse 1:
En kvadratisk funktion f er givet ved forskriften

F(x,y) = 50x – x2 + 80y – 2y2 for 0 < x < 50 og 0< y < 40
1. Bestem og skitser niveaulinierne N(t) for t = 625 og t = 1000
2. Bestem (x,y) således at f(x,y) er størst mulig
3. Bestem den største funktionsværdi
Øvelse 2:

Maksimer funktionen f, når forskriften er givet ved:

F(x,y) = 12x – x2 + 40y – 4y2

Øvelse 3:

Maksimer funktionen f, når forskriften er givet ved:

f(x,y) = 8x – 2x2 + 24y – y2
Øvelse 4:

Givet følgende funktion:

f(x,y) =  x2 + y2

1. Find niveaukurver for t = 1, 2, 3, 4

2. Tegn disse niveaukurver

3. Find største- og mindsteværdi for f 
Når 0<x<1 og 0<y<1

Øvelse 5:
En virksomhed kan sælge en bestemt vare på hjemmemarkedet til en ris P1 i kr, som er bestemt af afsætningen x i stk efter følgende prisafsætningsfunktion:

p1 = 60 – 0,5x

Virksomheden sælger også varen til eksport, og her er prisen p2 i kr. bestemt ved afsætningen y i stk. efter følgende prisafsætningsfunktion

p2 = 40 – 0,1y

Virksomheden har mulighed for at fastsætte forskellige priser på de to markedet – altså prisdifferentiere

Den samlede omsætning på de to markeder er bestemt som f(x,y)

1. Bestem en forskrift for f

2. Fastsæt prisen på hjemmemarkedet og eksportmarkedet, så den samlede omsætning bliver størst mulig

Øvelse 6:

I øvelse 5 skal der nu tages hensyn til omkostningerne ved produktionen af varen. Det koster kr. 10,- at producere et stk af varen i variable enhedsomkostninger.

1. Bestem en forskrift for funktionen g(x,y) der fastlægger dækningsbidraget på de to markeder

2. Bestem prisen på hjemmemarkedet og eksportmarkedet, så dækningsbidraget maksimeres

Øvelse 7: (lang)
En produktion af varerne A og B foregår i 3 arbejdsprocesser M, N og O.

Tabellen her viser den tid der medgår til de enkelte processer samt hvilken tid der er til rådighed i alt:

	Antal enheder
	A: x
	B: y
	Timer i alt

	M
	1
	2
	100

	N
	1
	1
	80

	0
	4
	1
	100

	Pris pr. enhed
	50 – x
	30 - ½ y
	


1. Anvende 6-trinsmodellen til at bestemme den optimale sammensætning
2. Bestem den maksimale omsætning

3. Hvilken løsning får man, hvis prisen for A ændres til 100 – x

4. Hvilken løsning er optimal hvis antal timer for arbejdsproces O ændres til 80 timer?
Øvelse 8: Parabel!
En produktion af varerne A og B foregår i 3 arbejdsprocesser M, N og O.

Tabellen her viser den tid der medgår til de enkelte processer samt hvilken tid der er til rådighed i alt:

	Antal enheder
	A: x
	B: y
	Timer i alt

	M
	1
	2
	100

	N
	1
	1
	80

	0
	4
	1
	100

	Pris pr. enhed
	50 – x
	60 
	


Bestem den maksimale sammensætning af salget

Øvelse 9:

En virksomhed afsætter en vare såvel i ind- som udland.

Prisen hjemlandet kaldes p1 og på eksportmarkedet p2.

Priserne er givet ved følgende:

 p1 (x) = -
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 p2 (y) = -
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1. Bestem den samlede omsætning f som en funktion af x og y

2. Bestem afsætningen på såvel det indenlandske som eksportmarkedet (og priserne der hører til) ved den største omsætning
Øvelse 10:
En virksomhed afsætter en produkt MATA på to delmarkeder A og B

Prisen p1 som funktion af afsætningen på marked A er givet ved:.

p1 (x) = -
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Prisen p2 som funktion af afsætningen på marked B er givet ved:.

p1 (x) = -
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 p2 (y) = -
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for 0 < y < 24.000

1. Bestem den samlede omsætning f som en funktion af x og y

2. Bestem afsætningen på de to markeder (og priserne der hører til) som giver den maksimale omsætning.

Det oplyses nu, at der kun kan afsættes 5.000 enheder på marked A

3. Bestem den nye afsætning på de to markeder, der giver den største omsætning

Øvelse 11:
En monopolist markedsfører sine produkter i to lande.

Lad x være antal solgte enheder i land A og y antal solgte enheder i land B.

Prisen pr. enhed er givet i USD for begge lande.

Prisen p1 som funktion af afsætningen i land A er givet ved:.

p1 (x) = -0,1x + 97 

Prisen p2 som funktion af afsætningen i land B er givet ved:.

p2 (x) = -0,05y + 83 

Omkostningerne ved produktionen ti lde to lande er givet ved

K(x,y) = 20000 + 3(x+y) i USD

1. Opskriv et udtryk f(x,y) for overskuddet ved salget i de to lande

2. Hvad er variationsområdet for x og y? (Vink: Prisen kan ikke blive negativ)

3. Find den optimale løsning

4. Hvilken pris er der i de to lande

5. Hvor stort er det optimale dækningsbidrag?
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