MODELLERING

En matematisk model kan opfattes som et forenklet spejlbillede af virkeligheden, hvor dette billede er bygget op af matematiske begreber og hjælpemidler. Formålet med at opstille en matematisk model er at kunne løse nogle problemstillinger fra den virkelige verden, hvor man ser væk fra forhold, der ikke har betydning for den optimale løsning. Ved alene at anvende matematikken sikrer man sig en objektiv løsning, hvor personlige overvejelser (støj) sorteres fra. Ved visse problemstillinger vil løsningsforslagene blive mere præcise (og hurtigere at regne sig frem til), end hvis man undlader at matematisere virkeligheden.

En matematisk model fremstilles ofte som en ”fire-fase”-model, der kan illustreres således:

1. Fase: Problemformulering
Opgaveteksten præsenteres med oplysning af hvilke forhold, der ønskes beskrevet og med de forudsætninger og forenklinger, problemstillingen skal løses i forhold til.

2. Fase: Matematisk model
Her oversættes beskrivelsen fra fase 1 til matematik. Beskrivelsen resulterer i at nogle matematiske værktøjer (ligninger, grafer, funktioner eller lign.) kan komme i spil. Her skal du samtidig sørge for at definere alle de symboler, der benyttes – samt overveje om der f.eks. gælder nogle begrænsninger (definitionsmængde). Hvilke værdier kan x antage? (Produktionen kan fx ikke være negativ). Hvad angiver x, y, f(x) etc.?

3. Fase: Matematiske beregninger

Matematikken anvendes til løsning af de opstillede ligninger fra fase 2, tegning af grafer, bestemmelse af toppunkt, skæring mellem to linjer eller lign. Her er det vigtigt, der ikke kan opstå tvivl m.h.t. fx enheder. Det skal fremgå om akserne viser kr., stk. eller dage, hvis der tegnes grafer! Koordinatsystemets enheder skal tilpasses opgaven, så eventuelle grafer viser det, der er relevant, hvilket ofte betyder, at akserne skal være forskellige

4. Fase: Konklusion

Den matematiske løsning ”oversættes” igen til virkelig. Det betyder fx, at alle løsninger skal resultere i et tekstsvar. Man kan ikke konkludere: x= 14; men fx ”prisen bliver på 14 kr.”, ”der skal sælges 14 stole” eller ”der går 14 dage før..” På samme måde er løsningen ikke korrekt angivet, hvis du skriver, at skæringspunktet er (3,12)! Du skal skrive, hvad punktet viser! 


Der er mange problemstillinger, du kan løse med matematiske modeller; men vi vil her nøjes med at se på de, der kan kobles med de funktioner, du har arbejdet med på første år – dvs. lineære, andengrads og eksponentielle funktioner. Hvis du ikke allerede har givet eksempler på anvendelse af disse funktioner i dine emneopgaver, så sørg for at gøre det nu!


Modellering 
Ex. 1 med lineære funktioner

Afskrivninger efter den lineære metode
1. fase – problemformulering:

En virksomhed har købt inventar til en nypris af kr. 500.000,-. Inventaret afskrives lineært over 10 år, med en forventet scrapværdi på kr. 20.000,-.

Bestem inventarets bogførte værdi efter 4 år!

2. fase – matematisk model

Der indføres følgende symboler:

x = antal år efter inventaret er indkøbt

f(x) = inventarets bogførte værdi til tiden x

Da x angiver tiden fra inventaret er købt til det sælges har vi x > 0, da vi ikke kan gå længere tilbage end til den dag, inventaret blev indkøbt og x < 10 idet inventaret afskrives over 10 år

Da inventaret afskrives lineært over 10 år, kan vi beregne afskrivningen med formlen: årlig afskrivning = 
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Den årlige afskrivning er: 
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Da begyndelsesværdien er kr. 500.000,- , kan vi opstille en (lineær) funktion, der fastlægger den bogførte værdi til tiden x. 
Forskriften fo en lineær funktion er givet ved: f(x) = ax + b. a angiver linjens hældning og b angiver skæring med y-aksen/begyndelsesværdien.

Vi får her: f(x) = -48.000x + 500.000, for 0 < x < 10, da inventaret nedskrives, hvorved hældningen er negativ og begyndelsesværdien er givet til kr. 500.000,-
3. fase: Matematiske beregninger
Vi skal bestemme den bogførte værdi efter 4 år. Da vor lineære model netop fastlægger den bogførte værdi til tiden x, beregner vi f(4)
F(4) = - 48.000*4 + 500.000 = 308.000

4. fase: Konklusion
Beregningen ovenfor viser, at den bogførte værdi efter fire år er kr. 308.000,-
Ex. 2 med lineære funktioner

Pris - afsætningsforløb

1. fase – problemformulering:

En virksomhed har foretaget en analyse af sammenhængen mellem antal solgte varer og varens pris. Analysen har givet følgende resultat:

	Afsætning i stk.
	Salgspris pr. stk.

	500
	400

	600
	380

	700
	360

	800
	340


Virksomheden har 1040 stk. liggende på lager, som de vil af med nu! Hvilken pris skal de sælge varerne til?

2. fase – matematisk model

Der indføres følgende symboler:

x = antal solgte stk.

p(x) = varens pris ved en afsætning på x stk.

Da x angiver afsætningen, har vi at x > 0, da vi ikke kan sælge et negativt antal.

Det fremgår af oversigten, at der er tale om en lineær sammenhæng mellem afsætningen og prisen, idet tabellen viser, at en stigning i salget på 100 stk. resulterer i et fald i prisen på kr. 20. Dette gælder for alle oplyste værdier.
Forskriften for prisfunktionen p(x) kan beregnes ud fra to oplyste punkter (x,y).

De to punkter vælges som (500,400) = (x1,  y1) og (600,380) = (x2, y2)
Ved at anvende følgende formler 

a = 
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 og b= y1-ax1 kan forskriften for den lineære funktion p(x) = ax + b beregnes

a= 
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 denne værdi indsættes b= 400 - (-0,2)*500= 400 + 100 = 500

p(x) = -0,2x + 500

3. fase: Matematiske beregninger

Vi skal fastlægge salgsprisen ved en afsætning på 1040 stk. da vor model netop angiver prisen ved en afsætning på x stk., bestemmer vi prisen ved en afsætning på 1040 ved at beregne p(1040). Vi får: 

p(1040) = = -0,02*1040 + 500 = -200 + 300 = 208

4. fase: Konklusion
Beregningen ovenfor viser, at varen skal sælges til kr. 208,- pr. stk., hvis der skal afsættes 1040 stk.
Ex. 3 med eksponentielle funktioner
Afskrivning efter saldometoden

1. fase – problemformulering:

En virksomhed har købt inventar til en nypris af kr. 800.000,-. Inventaret afskrives efter saldometoden med en årlig afskrivning på 20 %

Bestem inventarets bogførte værdi efter 6 år!

2. fase – matematisk model

Der indføres følgende symboler:

x = antal år efter inventaret er indkøbt

f(x) = inventarets bogførte værdi til tiden x

Da x angiver tiden fra inventaret er købt, har vi x > 0

Vi ved, at hvis der er tale om en udvikling, hvor den relative (procentvise) ændring er den samme, så er der tale om en eksponentiel funktion. Vi kan derfor opstille en forskrift for en eksponentiel funktion, der fastlægger den bogførte værdi til tiden x. 

Forskriften for en eksponentiel funktion er givet ved: f(x) = b*ax, hvor b er begyndelsesværdien og a angiver frem- eller afskrivningsfaktoren.

Vi har fået oplyst, nyværdien er på kr. 800.000,- og afskrivningen er på 20 %. Afskrivningsfaktoren kan bestemmes som 1 + % -sats. Her er der tale om et fald på 20 %, så a = 100 % - 20 % = 80 % = 0,8. Dermed kan vi opstille følgende model:

f(x) = 800.000*0,8x for x > 0
3. fase: Matematiske beregninger

Vi skal bestemme den bogførte værdi efter 6 år. Da vor model netop fastlægger den bogførte værdi til tiden x, beregner vi f(6)

F(6) = 800.000*0,86 = 209.715,20
4. fase: Konklusion
Beregningen ovenfor viser, at den bogførte værdi efter seks år er kr. 209.715,20
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En matematisk model er ofte en bevidst forenklet og formaliseret repræsentation af et udsnit af virkeligheden
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