Sammensatte og omvendte funktioner generelt


Sammensatte og omvendte funktioner

Omvendte funktioner

Vi ved altså, at vi har en funktion, hvis der til et x svarer et y. Vi siger vi sender x over i y, og skriver netop

f(x) = y = forskriften for funktionen.

Hvis vi antager, vi ser på den funktion, der fastlægger hvor meget vi skal betale for at køre i taxa, så ved vi jo, at vi også kan gå den anden vej.

Hvis vi ved hvad regningen blev på, kan vi regne tilbage og se, hvor mange km. vi har kørt med taxaen.

I matematik siger vi, at vi bestemmer den omvendte funktion f-1
Den omvendte funktion, er altså den funktion, der sender x ”hjem” igen.
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Det er klart, man så må stille sig de spørgsmål:

a. Har alle funktioner en omvendt funktion?

b. Hvordan bestemmer man forskriften for den omvendte funktion?

ad. a.

Vi ved, at vi stiller det krav til en relation, at der til et x kun må være et y, hvis relationen skal være en funktion. Der må kun gå en pil ud fra hvert x.

Hvis vi skal bestemme, om der er en omvendt funktion, stiller vi selvfølgelig samme krav den anden vej! Hvis vi har en funktion, må der kun gå en pil ud fra hvert tal.

Dette gælder ikke for mange funktioner. Hvis vi f.eks. ser på funktionen f bestemt ved f(x) = x2, så får vi et problem. Funktionen f er god nok, vi kan let sætte et tal i anden – og der er kun et facit!

Men…. 22=4 og (-2)2=4

Tallene 2 og –2 ryger altså ved funktionen over i samme y-værdi. Det betyder, vi ikke umiddelbart kan sige, der findes en omvendt funktion til x2, da den jo vil skulle sende tallet 4 over i to forskellige tal. Der vil gå to pile tilbage fra dette tal.

Vi siger, denne funktion ikke er invertibel.

Hvis en funktion, skal have en omvendt funktion, skal det derfor være en ”én – til – én” funktion. Til et x, skal der svare et y; men til et y skal der også kun svare et x. Hvis dette er tilfældet siger vi, funktionen er invertibel.

(Ofte regner vi dog med omvendte funktioner til funktioner, der ikke er invertible. Vi tager bare det forbehold, at vi enten skærer noget af definitionsmængden væk, eller selv skal være opmærksomme på, der findes flere løsninger. ) Det modsatte af x2 er jo 
[image: image1.wmf]x

. Men der husker vi, at 
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= + 2. Vi ved også, at f.eks. funktionerne sin og cos er periodiske; men alligevel findes de omvendte funktioner til disse!

ad. b.

Hvis man kan løse almindelige ligninger, kan man også let finde forskriften for den omvendte funktion! At bestemme den omvendte funktion betyder, man skal gøre det modsatte!

ex. 

f(x) = 3x – 6

f -1(x) = 
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= 
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x + 2                       da: 

Før skulle vi trække 6 fra. Det omvendte af at lægge til 

                
er at trække fra. Før skulle vi gange med 3. Det modsatte af at gange er at dividere

g(x) = ½x + 6

g –1(x) = 2(x-6) = 2x – 12
               da: Før skulle der lægges 6 til. Det omvendte er at trække fra.

Før dividerede vi med 2 (Gange med ½, er det samme som at dividere med 2), så nu skal vi gange

Så hvis man kender reglerne for at løse ligninger (flytte over på den anden side af lighedstegnet) skal man altså blot benytte disse, når man bestemmer den omvendte funktion.

Det er ikke kun reglerne for sum og differens (plus og minus) og produkt og kvotient (gange og dividere) der kan/skal anvendes. Alle de andre regler skal/kan også bruges.

Omvendt sin (x)–> sin –1(x)

Omvendt ln(x)  -> ex
Omvendt x5 -> 
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I forbindelse med kalkulationer, er det dog kun de simple regler, der skal anvendes!

ex.

f(x) = ½x + 6

f –1(x) = 2(x-6) = 2x - 12



   

f(x) = ½x + 6








  f—1 (x)= 2x - 12

Kontrol:

f(0) = ½*0 + 6 = 6
f –1(6) = 2*6-12=12-12=0  ok

f(2) = ½*2 + 6 = 7
f –1(7) = 2*7-12=14-12=2  ok

Endelig skal f(f –1(x)) = f –1(f(x)) = x

En funktion, der sættes sammen med sin omvendte funktion, ”neutraliseres”.

Hvis du går i byen, og der efter hjem, er du hvor du startede!

Det grafiske billede af en omvendt lineær funktion
Det betyder, at hvis man tegner funktionen f og den omvendte funktion f –1 i samme koordinatsystem, så vil graferne for de to funktioner kunne dække hinanden ved en spejling i linien y = x

Man kan også sige, at hvis man har punktet (x,y) der ligger på grafen for funktionen f, så vil punktet (y,x) ligge på grafen for funktionen f –1
Man kan altså tegne grafen for  den omvendte funktion for en lineær funktion ved blot at finde to punkter på den oprindelige funktion, og så ved at bytte rundt på koordinaterne plotte to punkter ind i koordinatsystemet og forbinde disse.

Endelig kan man ved at benytte denne viden bestemme forskriften for den omvendte funktion – hvis funktionen er lineær - ved at vælge de to omvendte punkter og ved hjælp af formel 19 og 22 bestemme hældningen a og skæringen med y-aksen b for funktionen.

Her kan man altså også anvende grafregnerneren til bestemmelse af forskriften ved at plotte punkterne ind i liste 1 og 2 anvende linreg.

Opgaver i omvendte funktioner:

Opgave 1. 
Bestem forskriften for de omvendte funktioner for følgende funktioner og tegn funktionen – og dens omvendte funktion – i samme koordinatsystem.

Der skal tegnes et nyt koordinatsystem for hver opgave

f(x) = 6x + 3
g(x) = 2x + 8

h(x) = -3x + 9

i(x) = ¼ x + 8

Opgave 2.

Bestem to punkter på følgende lineære funktioner. Tegn grafen for funktionen.

Plot de to omvendte punkter ind i samme koordinatsystem og tegn grafen for den omvendte funktion i samme koordinatsystem.

Der skal tegnes et nyt koordinatsystem for hver opgave

f(x) = ½x + 6
g(x) = -1/3x + 9

h(x) = -3x + 6

i(x) = 6 x – 12

Sammensatte funktioner

En funktion er som bekendt en række af ordnede (tal)-par, hvorom det gælder, at der til én førstekoordinat hører én og kun én andenkoordinat. Eller som vi også siger: der må kun gå en pil ud fra hvert tal.

Ofte vil der ske det, at flere funktioner sættes sammen. Det gælder i hverdagen.

Hvis vi antager, vi har en funktion, f, der til én person knytter det antal km. vedkommende kører med taxa, kan der f.eks. være tale om følgende elementer (Peter, 16km)(Grethe, 22km). Det er da klart, at der kan knyttes endnu en funktion hertil, der ”virker” på antal km. Den funktion, der fastlægger prisen for køreturen, kunne vi kalde g. Elementer her kunne være

 (16km,170kr)(22km, 230kr). 

Vi har dermed en sammensat funktion, g(f(x))




f

g


              Navn                                  Kørte km.                                  Pris for turen


Den indre funktion (den der virker først) kaldes f

Den ydre funktion (den der virker sidst) kaldes g

Hvis vi ser på nogle almindelige matematiske funktioner kan man bestemme forskriften for de sammensatte funktioner.

ex.

f(x) = 3x - 6

g(x) = -2x + 4

g(f(x)) = g(3x-6) = -2(3x-6) + 4 = -6x + 12 + 4 = -6x + 16



  f(x) = 3x-6

            g(x) = -2x + 4




g(f(x))= -6x + 16

Vi kan undersøge om det er korrekt ved at sende nogle tal igennem funktionerne. Hvis tallene stemmer, må forskriften være ok!

f(0) = 3*0-6=-6
g(-6)=-2*-6+4=12+4=16
g(f(0))=-6*0+16=16

ok

f(3) = 3*3-6=9-6=3
g(3)=-2*3+4=-6+4=-2
g(f(3)=-6*3+16=-18+16=-2

ok

Den sammensatte funktion, kan altså erstatte de to funktioner, der skal virke efter hinanden.

Opgaver i sammensatte funktioner.
Opgave 1.

Funktionerne f og g er givet ved følgende forskrifter:

g(x) = 2x + 8

h(x) = -3x + 9

Bestem forskriften for f(g(x))

Opgave 2

Funktionerne f og g er givet ved følgende forskrifter:

f(x) = -3x + 9

g(x) = ¼ x + 8

Bestem forskriften for f(g(x))

Opgave 3
Funktionerne h og i er givet ved følgende forskrifter:

h(x) = -3x + 6

i(x) = 6 x – 12

Bestem forskriften for h(i(x))

Bestem forskriften for i(h(x))

Opgave 4

Funktionerne h og i er givet ved følgende forskrifter:

h(x) = -1/2 x + 4

i(x) = 2 x – 8

Bestem forskriften for h(i(x))

Bestem forskriften for i(h(x))

Opgave 5

Funktionerne h og i er givet ved følgende forskrifter:

h(x) = ¼ x + 16

i(x) = 2x – ½

Bestem forskriften for h(i(x))

Bestem forskriften for i(h(x))
Jytte Melin
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